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Abstrak 
Suatu ring R dikatakan memenuhi sifat ring stable diperumum apabila  aR + bR = R 
sedemikian hingga terdapat a + by  K(R) dengan didefinisikan himpunan K(R) = 
{x  R│( s, t  R) sxt = 1}.  Suatu  ring  R dikatakan regular apabila untuk 
setiap  x   R  terdapat y R  sedemikan hingga x = xyx. Elemen  a  R disebut 
similar semu terhadap b R apabila terdapat x, y, z  R  sehingga xay = b, zbx = a, 
xyx = xzx = x dan dinotasikan dengan a ~ b. Dalam tulisan ini akan dibahas sifat – 
sifat similar semu atas ring reguler yang memenuhi ring stable diperumum.  
 
Kata Kunci : similar semu, ring reguler, ring stable diperumum  
 
PENDAHULUAN 
 
Suatu ring R dikatakan memenuhi sifat stable range one apabila memenuhi kondisi 
berikut: jika aR + bR = R maka terdapat suatu y R sehingga a + by  U(R) dengan U(R) 
himpunan semua unit dalam R. Dalam hal ini, ring R yang dimaksud adalah ring dengan elemen 
satuan. Dari U(R) dapat dibentuk himpunan yang lebih umum yaitu K(R) dengan definisi 
sebagai berikut: K(R) = {x   R ( s, t R) sxt = 1}. K(R) adalah generalisasi dari U(R), sebab: 
jika xU(R) maka terdapat uR sehingga ux = 1 yang berarti ux.1 = 1.  
Selanjutnya, dari ring R yang memenuhi sifat stable range one dapat didefinisikan ring 
stable diperumum sebagai berikut: Suatu ring R merupakan ring stable diperumum jika aR + bR 
= R maka a + by  K(R) untuk suatu y  R.  
Suatu ring R dikatakan ring reguler apabila untuk setiap x di R ada y di R sehingga                   x 
= xyx. Keterkaitan antara ring reguler R dengan sifat ring stable diperumum dikemukakan oleh 
Chen (2003) berikut ini: Ring reguler stable diperumum jika dan hanya jika untuk setiap x R 
terdapat suatu  wK(R) dan suatu grup G di R sehingga              wx G. 
Elemen a disebut similar semu terhadap b di R apabila terdapat x, y, z  R  sehingga xay 
= b, zbx = a, xyx = xzx = x dan dinotasikan dengan a ~ b. Dalam tulisan ini akan dibahas sifat – 
sifat similar semu atas ring reguler yang memenuhi ring stable diperumum.  
 
 
RING REGULER 
 
Definisi 1. (Goodearl, 1991) Suatu ring R disebut ring reguler apabila untuk setiap x di R ada 
y di R sehingga xyx = x. 
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Teorema 2. (Goodearl, 1991) Untuk sebarang ring R, kondisi berikut ini adalah ekuivalen: 
a. R adalah reguler. 
b. Setiap ideal kanan (kiri) utama di R dibangun oleh suatu elemen idempoten. 
c. Setiap ideal kanan (kiri) yang dibangun hingga di R dibangun oleh suatu elemen 
idempoten. 
Bukti: 
a   b 
Ambil sebarang ideal kanan utama I di R. Misalkan I = x  = xR. Karena x R dan R 
merupakan ring reguler, maka terdapat y R sehingga xyx = x.  
Selanjutnya, (xy)2 = xyxy = (xyx)y = xy. Jadi, xy suatu elemen idempoten di R  sehingga xyR = 
xR. 
b   c 
Cukup ditunjukkan bahwa xR + yR merupakan ideal utama untuk sebarang   x, y   R. Diketahui 
xR = eR untuk suatu elemen idempoten eR. Karena y – ey   xR + yR sehingga xR + yR = eR 
+ (y – ey)R. Ini berakibat, terdapat suatu elemen idempoten f R sehingga fR = (y – ey)R. 
Asumsikan bahwa e dan f adalah idempoten orthogonal, yaitu           ef = 0 = fe. Akibatnya, g = 
f – fe adalah idempoten orthogonal terhadap e. Selanjutnya, 
fg = f(f – fe) = ff – f(fe) = f2 – f2e = f – fe = f – 0 = f – fe = g dan gf = (f – fe)f = ff – (fe)f = f2 – 0 
= f. 
Dari sini diperoleh, gR = fR = (y – ey)R yang berakibat xR + yR = eR + gR. Karena e dan g  
adalah idempoten orthogonal diperoleh xR + yR = (e + g)R. 
c  a  
Ambil sebarang x R  maka mengingat c. terdapat suatu elemen idempoten e R sehingga eR 
= xR. Akibatnya, terdapat e = xy untuk suatu y R dan x = ex = xyx.  
Jadi, R reguler.   
 
Lemma 3. (Goodearl, 1991) Misalkan e1, e2, e3, …, en idempoten orthogonal di ring R sehingga 
e1 + e2 + e3 + … + en = 1. R  reguler jika dan hanya jika untuk setiap                    x   eiRej 
maka ada y   ejRei  sehingga xyx = x. 
 
Definisi 4. (Goodearl, 1991) Suatu ring R disebut unit reguler apabila untuk setiap          x R 
ada unit u R (elemen invertibel) sehingga xux = x. 
 
Definisi 5. (Goodearl, 1991) Suatu ring R dikatakan memiliki sifat stable range one apabila 
berlaku sifat sebagai berikut: 
( a, b R)(aR + bR = R)  (  yR)  a + by U(R). 
 
Akibat 6. (Goodearl, 1991) Jika suatu ring reguler R mempunyai sifat stable range one maka 
R merupakan ring unit reguler. 
Bukti: 
Ambil sebarang aR. Mengingat R reguler, maka terdapat xR sehingga axa = a. Sementara 
itu, aR + (1 – ax)R = R maka terdapat yR sehingga  
a + (1 – ax)yU(R).  
Akibatnya,  terdapat unit u R sehingga [a + (1 – ax)y]u = 1. Dari sini diperoleh, 
a = axa = ax[a + (1 – ax)y]ua = (axa)ua = aua. Jadi, R merupakan ring unit reguler.   
 
Lemma 7. (Chen dan Li, 2003) Jika eR   fR dengan e, f   R idempoten maka ada a di eRf 
dan b di fRe sehingga e = ab dan  f = ba. 
Bukti: 
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Misalkan   : eR   fR adalah suatu  isomorfisma sedemikian hingga  (eR) = fR dan eR = -
1(fR). Dari sini diperoleh, ex = -1(fy) dan  (es) = ft untuk suatu x, y, s, t R. Jelas bahwa eRe 
dan fRf adalah reguler. Selanjutnya,  
e = e2 = exe = e( -1(fy))e = e -1(f)ye = e -1(ftf)ye = e -1(ft)fye  
  = e -1(ft)f2ye =  e -1(ft)ffye = (e -1(ft)f)(fye)  
dan  
f = f2 = ftf = f (es)f = f (e)sf = f (exe)sf = f (ex)esf = f (ex) e2sf 
  = f (ex)eesf = (f (ex)e)(esf). 
Sementara itu,  
e -1(ft)f = eesf = esf  dan f  (ex)e = ffye = fye dengan e -1(ft)f, esf eRf  
dan f (ex)e, fye   fRe. Ambil a = esf dan b = fye sehingga e = ab dan   f = ba.ٱ 
 
Definisi 8. (Chen, 2000) Ring R dikatakan ring stable diperumum apabila memenuhi:  
( a, b R)(aR + bR = R)   ( y R) a + by K(R). 
 
Proposisi 9. (Chen, 2000) Jika R ring stable diperumum maka pernyataan berikut ekuivalen: 
1. R merupakan ring stable diperumum 
2. Jika  ax + b =1 maka ada y R sehingga  a + by K(R). 
Bukti: 
(1)   (2)  
Diberikan ax + b = 1 sehingga (ax + b)R = 1.R 
                                                  axR + bR = R 
Karena R ring stable diperumum, maka terdapat suatu yR sehingga   a + by K(R). 
(2)   (1) 
Diberikan aR + bR = R, maka ax + by = 1 untuk sebarang x, yR. Menurut yang diketahui, 
terdapat zR sehingga  a + byz   K(R).   
 
Teorema 10. (Chen, 2000) Jika R merupakan ring stable diperumum maka untuk sebarang 
reguler xR ada suatu e = e2   R, w K(R) sehingga x = ew. 
 
Akibat  11. (Chen, 2000) R  ring stable diperumum jika dan janya jika  aR = bR dengan a, b 
R maka ada suatu wK(R) sehingga  a = bw. 
Bukti: 
(  )  
Asumsikan bahwa a = bs, b = at untuk suatu s, t   R. Karena st + (1 – st) = 1 maka terdapat 
suatu  y   R sehingga  s + (1 – st)y = w K(R). 
Akibatnya,  
a = bs = b(s + (1 – st)y) = bw. 
 
( )  
Ambil sebarang x R reguler, maka x = xyx untuk suatu y R. Selanjutnya,  x = xyx = ex 
sehingga xR = eR dengan e = e2 = xy R. Karena xy + (1 – xy) = 1, maka terdapat suatu z R 
sehingga x + (1 – xy)z =  w K(R).   
 
Definisi 12. (Adkins, 1992) Misalkan R ring. Ring opposite (Rop) adalah grup abelian R 
bersama–sama dengan operasi perkalian * yang didefinisikan sebagai berikut:                        
a*b = ba dengan ba melambangkan perkalian yang didefinisikan pada R.  
 
Lemma 13. Jika R ring stable diperumum maka Rop merupakan ring stable diperumum. 
Bukti: 
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Diberikan aoxo + boyo = 1 untuk sebarang xo, yo   Rop yang berarti xa + yb = 1 untuk sebarang 
x, y R.  
Karena R ring stable diperumum, maka terdapat untuk suatu zR sehingga                              x 
+ ybz K(R). Dari sini diperoleh, xo + zoboyo K(Rop) untuk sebarang  xo, yoRop dan untuk 
suatu zoRop. Di peroleh bahwa Rop merupakan ring stable diperumum.   
 
Teorema 14. (Chen, 2000) Jika R ring reguler maka pernyataan berikut ini ekuivalen: 
(1)   R merupakan ring stable diperumum. 
(2) Jika  ax + b =1 di R maka ada z R sehingga x + zb K(R). 
Bukti: 
(1) (2) 
Diberikan ax + b = 1 di R untuk sebarang x R yang berarti xoao + bo = 1 untuk untuk sebarang 
xoRop. Berdasarkan Lemma 13., Rop merupakan ring stable diperumum, maka terdapat suatu zo
Rop sehingga xo + bozoK(Rop). Dari sini diperoleh, x + zb K(R) untuk suatu z R. 
(2) (1) 
Diberikan ax + by = 1 untuk sebarang x, y R yang berarti xoao + yobo = 1 untuk sebarang xo, yo 
Rop. Dari sini diperoleh, ao + zoyobo K(Rop) untuk suatu  zo   Rop  yang berarti a + byz 
K(R) untuk suatu z (R). Di peroleh bahwa R merupakan ring stable diperumum.ٱ 
 
 
 
RING REGULER STABLE DIPERUMUM 
 
Chen (2000) menyelidiki keterkaitan antara ring reguler R dengan sifat ring stable 
diperumum . Hal ini dapat disajikan pada Teorema berikut ini: 
Teorema 15. (Chen, 2000)  Jika R ring reguler maka pernyataan berikut ini ekuivalen: 
(1) R merupakan ring stable diperumum. 
(2) Untuk sebarang x R ada suatu  wK(R) sehingga x = xwx. 
(3) Untuk sebarang x R ada suatu wK(R) sehingga wx  idempoten di R. 
Bukti: 
(1)  (2)  
Ambil sebarang xR, maka terdapat yR sehingga x = xyx dan y = yxy. Berdasarkan Teorema 
10., untuk sebarang reguler y   R ada e = e2   R, w   K(R) sehingga                     y = ew. 
Karena yx + (1 – yx) = 1, maka   
y + (1 – yx)(1 – e)w = (e + (1 – yx)(1 – e))w  = ( 1 + ewx(1 – e))-1w. 
Akibatnya, x = xyx = x(y + (1 – yx)(1 – e)w)x = x(1 + ewx(1 – e))-1wx. 
 
(2)   (3) 
Ambil sebarang x R, maka mengingat (2) ada suatu w K(R) sehingga x = xwx.  
Selanjutnya, (wx)2 = wxwx = w(xwx) = wx. Jadi, wx idempoten R. 
(3)   (1) 
Diberikan ax + b = 1 di R, maka ada wK(R) sehingga wa = e = e2K(R). Dari sini diperoleh, 
ex + wb = w. Mengingat R ring reguler, maka ada suatu c R sehingga                     (1 – e)wb = 
(1 – e)wbc(1 – e)wb. 
Oleh karena itu, 
ex(1 + wb) + (1 – e)wb  = ex(1 + wb) + gwb  = w dengan g = (1 – e)wbc(1 – e). 
Selanjutnya, ex(1 + wb) = ew dan gwb = (1 – e)wb = gw. Oleh karena itu, 
ex(1 + wb) + gwb = (e + g)w  
                              = (e + (1 – e)wbc(1 – e))w 
                              = (e(1 – ewb(1 – e)) + wbc(1 – e))w  
                              = w(a(1 – ewb(1 – e)) + bc(1 – e))w 
                              = w[a + bc(1 – e)(1 +  ewbc(1 – e)](1 – ewbc(1 – e))w 
PROSIDING                                                                                      ISBN : 978 – 979 – 16353 – 9 – 4 
 
Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika FMIPA UNY 
Yogyakarta, 9 November  2013                                                                                                     MA- 13 
 
                              = w. 
Asumsikan swt = 1 untuk suatu s, t   R. Dari sini diperoleh, 
sw[a + bc(1 – e)(1 +  ewbc(1 – e)](1 – ewbc(1 – e))wt =  1. 
Jadi,  a + bc(1 – e)(1 +  ewbc(1 – e)) K(R). ٱ 
 
Definisi 16. (Chen, 2001) Elemen g di R disebut suatu anggota grup (a group member) di R 
apabila ada suatu g#R sehingga gg#g = g, g#gg# = g# dan  gg# = g#g.  
 
Teorema 17. (Chen, 2003) Jika R ring reguler maka pernyataan berikut ini ekuivalen: 
(1) R merupakan ring stable diperumum. 
(2) Jika xR = eR untuk setiap x∈R	 dan	 setiap	 elemen	 idempoten eR  maka 
terdapat  suatu wK(R) sehingga    xw = e. 
(3) Untuk setiap x R  terdapat  suatu wK(R) dan suatu grup G di R sehingga                
xw G. 
Bukti: 
(1)   (2) 
Menurut Akibat 11., asumsikan bahwa x = es, e = xt untuk suatu  s, t R. Karena 
ts + (1 – ts) = 1 maka terdapat suatu y R sehingga  t + (1 – ts)y = w K(R). 
Jadi, e = xt = x(t + (1 – ts)y) = xw. 
(2) (3) 
Ambil sebarang xR, maka ada suatu elemen idempoten eR sehingga xR = eR. Menurut yang 
diketahui, ada suatu wK(R) sehingga xw = eR merupakan  idempoten yang berarti (xw)2 = 
xw = e. Elemen xwR merupakan anggota grup di R. Disini dapat dibentuk grup G  yang 
didefinisikan sebagai berikut: 
G = {y R │ y elemen idempoten} 
yang berarti ada suatu grup G di R sehingga xw G. 
Jadi, setiap elemen idempoten di R merupakan suatu anggota grup yang berakibat ada suatu 
grup G di R sehingga xw G. 
(3)   (1) 
Diberikan ax + b = 1 di R  untuk sebarang a, b R dan sebarang xR. Menurut yang diketahui, 
ambil sebarang  x R maka ada suatu w K(R) dan suatu grup G di R sehingga xw G. Ini 
berarti elemen xw di R merupakan anggota grup G di R. Oleh karena itu, elemen xw   R 
mempunyai invers grup (xw)# R. Selanjutnya, xw((xw)# + 1 – (xw)#xw)xw = xw  dan  
(xw)# +  1 – (xw)#xw = (xw + 1 – (xw)#xw)-1 U(R). 
sehingga   
xw((xw)# + 1 – (xw)#xw) = ((xw)# + 1 – (xw)#xw)xw 
                                        = (xw + 1 – (xw)#xw)-1xw 
                                              = 1  
 
 
 
Dari sini diperoleh, w((xw)# +  1 – (xw)#xw)   K(R) dan  xw((xw)# + 1 – (xw)#xw) merupakan  
idempoten di R. Sejalan dengan Teorema15. diperoleh,  
a + bc(1 – e)(1 + e(w((xw)# + 1 – (xw)#xw))bc(1 – e)) K(R).  
 
 
SIMILAR SEMU ATAS RING REGULER STABLE DIPERUMUM 
 
Lemma  18. (Chen, 2003) Jika R ring dan a, b R maka pernyataan berikut ekuivalen: 
(1) a ~ b. 
(2) Terdapat x, y   R sehingga a = xby, b = yax, x = xyx dan y = yxy. 
Bukti: 
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(1) (2) 
Diketahui a ~ b yang berarti a merupakan similar semu terhadap b di R maka terdapat x, y, z R 
sehingga  yax = b, xbz = a, xyx = xzx = x. Ambil y = z. Dari sini diperoleh,  
y(xyx)y = y(xzx)y = yxy = y.  
Jadi, jika a ~ b terdapat x, y   R sehingga a = xby, b = yax, x = xyx dan  y = yxy. 
(2) (1) 
Misalkan terdapat x, y, z R sehingga b = xay, a = zbx dan x = xyx = xzx. Selanjutnya, 
 xa(yxy) = xay = b,(zxz)bx = zbx = a, 
Menurut yang diketahui, diperoleh 
 x(yxy)x = xyx = x = xzx = x(zxz)x, (yxy)x(yxy) = yxy dan (zxz)x(zxz) = zxz. 
Dengan kata lain,  y = yxy dan z = zxz.  
Oleh karena itu, 
xa(zxy) = xay = b,(zxy)bx = zbx = a,zxy = (zxy)x(zxy) dan x = x(zxy)x. 
Jadi,  a ~ b.   
 
Teorema 19. (Chen, 2003) Misalkan R  ring reguler stable diperumum. Jika a ~ b dengan a, b 
R maka ada suatu  w K(R) sehingga aw = wb. 
Bukti: 
Berdasarkan Lemma  18 ., jika a ~ b maka ada x, y R sehingga a = xby, b = yax,x = xyx dan y 
= yxy. Karena yR maka menurut Teorema 15.(2), terdapat suatu vK(R) sehingga                  y 
= yvy. Misalkan  w = (1 – xy – vy)v(1 – yx – v).  
Selanjutnya, 
(1 – xy – vy)2 = (1 – xy – vy)(1 – xy – vy) = 1 
dan  
(1 – yx – yv)2 = (1 – yx – yv)(1 – yx – yv) = 1. Diperoleh, (1 – xy – vy)2 = 1 = (1 – yx – yv)2.  
Oleh karena itu, 
(1 – xy – vy)2v(1 – yx – yv)2 = (1 – xy – vy)w(1 – yx – yv) = 1. 
Akibatnya , w K(R). Selanjutnya,  
aw = a(1 – xy – vy)v(1 – yx – yv) = ax, 
ax = a(xyx) = (xyx)a = xy(a)x = x(yax) = xb, 
wb = (1 – xy – vy)v(1 – yx – yv)b = xb. 
Jadi, aw = ax = xb = wb.ٱ 
Akibat 20. (Chen 2003) Misalkan R ring reguler stable diperumum. Jika eR  fR dengan e, f 
R idempoten maka ada suatu w K(R) sehingga ew = wf. 
 
Teorema 21. (Chen, 2003) Misalkan R ring reguler stable diperumum. Jika a ~ b dengan a, b 
R maka ada suatu w1, w2 K(R) sehingga a = w1bw2. 
Berdasarkan Lemma 21., jika a ~ b maka terdapat x, yR sehingga  a = xby,  b = yax,      x = 
xyx dan y = yxy. Karena yR maka menurut Teorema 15 (b), terdapat suatu v K(R) sehingga y 
= yvy.  
Misalkan w1 = (1 – xy – vy)v(1 – yx – yv). Selanjutnya, 
(1 – xy – vy)2 = (1 – xy – vy)(1 – xy – vy) 
                      = 1 – xy – vy – xy + xyxy +  vyxy – vy + xyvy + vyvy 
                            = 1 – xy – vy – xy + xy + vy – vy + xy + vy 
                            = 1  – xy + xy – xy + xy + vy – v y – vy + vy 
                            = 1  
dan  
(1 – yx – yv)2 = (1 – yx – yv)(1 – yx – yv) 
                      = 1 – yx – yv – yx + yxyx +  yvyx – yv + yxyv + yvyv 
                            = 1 – yx – yv – yx + y x + yv – yv + yx + yv 
                       = 1 – yx + y x + yv – yv + yx – yx – yv + yv 
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                            = 1. 
Dari sini diperoleh, (1 – xy – vy)2 = 1 = (1 – yx – yv)2. Oleh karena itu, 
(1 – xy – vy)2 v (1 – yx – yv)2 = (1 – xy – vy)w1(1 – yx – yv) = 1. 
Akibatnya , w1 K(R). Selanjutnya,  
aw1 = a(1 – xy – vy)v(1 – yx – yv) 
       = a(v – xyv – vyv)(1 – yx – yv) 
       = a(v – xyv – vyv – vyx + xyvyx + vyvyx – vyv + xyvyv +  vyvyv) 
       = a(v – xyv – v – vyx + xyx + vyx – vyv + xyv + vyv) 
       = ax. 
Ambil ax = xa sehingga 
ax = xa = (xyx)a = xy(xa) = xy(ax) = x(yax) = xb, 
w1b = (1 – xy – vy)v(1 – yx – yv)b  
       = (v – xyv – vyv – vyx + xyvyx + vyvyx – vyv + xyvyv + vyvyv)b 
       = (v – xyv – v – vyx + xyx + vyx – vyv + xyv + vyv)b 
       = (v – v – xyv + xyv + xyx – vyx + vyx – vyv + vyv)b     
       = xb. 
Diperoleh, aw1 = ax = xb = w1b untuk suatu w1   K(R).  
Karena yx + (1 – yx) = 1, maka terdapat suatu z R sehingga  y + (1 – yx)z = w2K(R). 
Akibatnya, y = yxy = yx(y + (1 – yx)z = yxw2.  
Jadi, a = xby = xb(yxw2) = (xby)xw2 = axw2 = (ax)w2 = w1bw2. ٱ 
 
SIMPULAN DAN SARAN 
1. Misalkan R ring reguler stable diperumum. Jika a ~ b dengan a, b R maka ada suatu w 
K(R)  sehingga aw = wb. 
2. Misalkan R ring reguler stable diperumum. Jika a ~ b dengan a, b R maka  ada suatu  w1, 
w2 K(R)  sehingga a = w1bw2. 
3. Untuk penelitian selanjutnya, dapat diselidiki sifat invers semua atas ring reguler stable 
diperumum. 
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